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Resena

Durante el udltimo cuarto de siglo se ha venido generando una revolucién en
el mundo de las ideas cientificas: el estudio de los fractales y el caos. Las
aplicaciones de tales teorias son verdaderamente enormes e incluyen la
fisica, las matematicas, la biologia, la medicina, la economia la linguistica y
otras muchas gamas del saber humano. En todas ellas se dan situaciones
que, tratadas con los procedimientos en uso, no pueden ser explicadas
satisfactoriamente. El propdsito del presente libro es ofrecer una explicacion
somera, accesible a todos, de los antecedentes de dicha revolucion cientifica.
Se tratara en un principio el concepto de fractal s6lo para descubrir que la
mayoria de las figuras que existen a nuestro alrededor son fractales y que la
excepcion son las figuras geométricas. Después, tras hacer una revision de la
mecanica clasica de Newton y de las ecuaciones que la describen, pasaremos
a estudiar el concepto del caos. El comportamiento de un cuerpo puede ser
estable o cadtico dependiendo de sus parametros iniciales. Creencia comun
de los cientificos es que una teoria que describe los fendbmenos de la
naturaleza pueda predecir el desarrollo futuro del sistema que trata, cosa
que, veremos, no es tan exacta como se pensaba y esto tiene numerosas
aplicaciones en la astronomia y aun en la medicina, el estudiar el
comportamiento dindmico de un érgano tan importante como el corazon.

La relacion estrecha entre los fractales y el caos puede ser empleada,
asimismo, para tratar de explicar el movimiento de la Bolsa de Valores, la
elaboraciéon de mapas, la estabilidad del Sistema Solar y en fin una gama de
fendbmenos muy vasta. La ultima palabra sobre estos temas aun no ha sido

dicha y queda mucho camino por recorrer...
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81. Introduccion

Hace alrededor de 20 afos se ha estado produciendo una revolucién en el
mundo de las ideas cientificas que no ha sido conocida por el publico en
general. Han surgido ideas nuevas muy utiles para describir y entender la
multitud de fendmenos que se da en diversas ramas del conocimiento. Nos
referimos a los fractales y al caos. Como vera el lector, las aplicaciones se
han dado en los campos de la fisica, las matematicas, la biologia, la
medicina, la economia, la linglistica, por mencionar sélo algunos. Se podra
apreciar la gran amplitud de temas que es posible tratar con estos novedosos
conceptos.

En todos los campos del conocimiento que hemos mencionado se han dado
situaciones que al ser tratadas con los procedimientos en uso no han podido
ser explicadas satisfactoriamente. Sélo con el advenimiento de las ideas
nuevas es que ha sido posible progresar en el conocimiento de fenémenos
antes no comprendidos.

En vista de lo antes dicho, consideraremos una gran variedad de fenémenos
y situaciones. El proposito del presente libro es dar una explicacion somera,
accesible al publico no especialista, de los antecedentes de nuestro sujeto de
estudio. Sera necesario utilizar algunas operaciones matematicas que no van
mas alla de la aritmética; sin embargo, el lector no debe espantarse ya que
se le llevara de la mano en forma gradual.

El tratamiento formal de los fractales y del caos se ha convertido en una
rama muy compleja de las matematicas. Por supuesto que no entraremos en
estos espinosos temas. Asi, en el caso del caos no trataremos de hablar en
términos del espacio fase. En este libro los conceptos detras de estos
formalismos matemaéaticos los trataremos de manera accesible.

En el capitulo 2 se repasan algunos conceptos elementales de la geometria

gue no son conocidos.
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En los capitulos 3 y 4 presentamos algunos hechos raros que, a pesar de que
mucha gente los habia conocido, no fueron tratados adecuadamente. La
posicion que asumieron muchos cientificos fue no hacer caso a los hechos
que no se ajustaban con la forma de pensar preponderante en su época. Una
vez que en 1975 Benoit Mandelbrot los consideré a fondo, se inici6 la era de
los fractales. Estos casos ilustran una situacion que ha ocurrido en la historia
de la ciencia muchas veces: se tiene la evidencia de algun fenébmeno, pero
ésta no se ve y se soslaya su tratamiento.

En los capitulos 5 y 6 se presenta el concepto de fractal y de similitud. La
idea de fractal nos puede parecer muy extrafla, maxime si empezamos a ver
algunas de sus caracteristicas: hay lineas con longitud y cosas semejantes.
Sin embargo, esta extrafieza se debe a que nos hemos limitado mentalmente
a considerar situaciones que son realmente ideales, como las figuras
geométricas. En la naturaleza estas figuras son la excepcion, mientras que la
mayoria de las figuras que hay a nuestro alrededor son fractales. Aunque
parezca increible, jeste hecho tan contundente no habia sido considerado en
serio durante muchos siglos por la humanidad!

En el capitulo 7 se presenta el concepto de las condiciones iniciales, crucial
en la descripcion de fendmenos fisicos. Este concepto lo descubrié Isaac
Newton al resolver las ecuaciones que describen las leyes que llevan su
nombre. El ya se habia percatado de algunos puntos finos que
mencionaremos en este capitulo.

En los capitulos 8 y 9 presentamos en forma muy elemental, y utilizando
principalmente operaciones aritméticas tales como sumas, restas Yy
multiplicaciones, el concepto de caos. Aqui descubriremos hechos cruciales,
como las bifurcaciones que, con el tiempo, llevan al caos. Nos daremos
cuenta de que el comportamiento de un fenédmeno dado puede ser estable o
caotico, dependiendo de los valores de los parametros que lo describen.

Una creencia muy importante en la ciencia es que una teoria que describe los

fenbmenos de la naturaleza debe poder hacer predicciones acerca del
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desarrollo futuro del sistema que se esté tratando. En el capitulo 10 se
profundiza lo que significa la predictibilidad. A esto quedan asociados los
conceptos de determinismo e indeterminismo. Estos conceptos se
puntualizan en ese capitulo y la relacién entre el caos y los fractales se
ilustra en el capitulo 11.

Los antecedentes que se han presentado hasta este momento nos serviran
para aplicarlos en el resto del libro a una serie de situaciones de gran
diversidad y asi, en el capitulo 12 presentamos un ejemplo de aritmética, la
secuencia de Fibonacci, que se podria creer que es s6lo un tema divertido.
Sin embargo, como se ilustra en el capitulo 131, su aplicacién a la ciencia de
los materiales, para entender un descubrimiento hecho en 1984, es crucial;
nos referimos a un nuevo tipo de arreglo de la materia que se llama
cuasicristal.

En el capitulo 14 se introduce el concepto matematico de la ley de potencias,
y hacemos ver que tiene propiedades fractales. Las aplicaciones de las leyes
de potencias se producen en varios campos, aun en la mudsica, hecho que se
explica en el capitulo 15 al estudiar la estructura de famosas obras de
grandes compositores.

Las caracteristicas de los fendmenos cadticos que se trataron en el capitulo 8
se aplican a varias situaciones. La primera de ellas es la turbulencia, tratada
en el capitulo 15. Desde mediados del siglo pasado se habia intentado sin
éxito comprender este fendbmeno. Soélo a partir de la década de 1990, con
ayuda de los novedosos conceptos del caos, se ha podido empezar a
vislumbrar la manera en que se puede entender este fendmeno, cuya
comprension es determinante en muchas aplicaciones practicas como, por
ejemplo, la aviacion.

Otro empleo de las ideas del caos se hace en la biologia y en particular en la
medicina, como se puede apreciar en el capitulo 17. Fendmenos
cardioldégicos se han empezado a ver desde otras perspectivas que han

podido dar un entendimiento mas profundo del comportamiento dinamico del
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corazbn y que posiblemente puedan tener aplicaciones practicas en el
tratamiento de varias enfermedades.

En la naturaleza bioldgica se han encontrado muchas estructuras fractales. A
pesar de que estas estructuras, como por ejemplo la de los bronquios, las ha
conocido el hombre desde tiempos inmemoriales, su comprensibn como
fractal es muy reciente. Este tema lo tratamos en el capitulo 18.

La aplicaciéon de los fractales y el caos al campo de la ingenieria se presenta
en los capitulos 19 y 20. Un problema importante en la ingenieria civil es la
determinacion de estructuras que por un lado sean ligeras y que por el otro
puedan soportar cargas pesadas. Por medio de estructuras fractales es
posible alcanzar tales requerimientos que, en apariencia, son contradictorios.
Por otro lado, el analisis del comportamiento de sistemas complejos, como
los de una red eléctrica, por ejemplo, ha empezado a llevarse a cabo en los
ultimos afnos, desde la perspectiva amplia tratada en el capitulo 8. De este
modo se ha podido entender que una pequefia variacion en los valores de los
parametros que rigen al sistema puede cambiar draméaticamente su
comportamiento. Este puede pasar de un comportamiento estable a uno
cadtico.

En el capitulo 21 se presenta una aplicacion de los temas tratados al campo
de la linguistica, mientras que en el 22 se resefian algunos elementos de la
economia. Aqui hablaremos del interesante caso de la compafia que se ha
formado en los Estados Unidos, The Prediction Company, que se dedica a
predecir el comportamiento de la Bolsa de Valores. El éxito financiero de esta
empresa, formada por cientificos que han desarrollado el tema del caos, es
algo sorprendente.

En el capitulo 23 presentamos una manera novedosa de dibujar mapas
geogréaficos, basada en las operaciones para construir fractales.

El resto del libro se dedica a estudiar la estabilidad del Sistema Solar
(capitulo 24.) y de algunos de sus elementos, como los asteroides (capitulo

25); de Hiperidn, que es un satélite de Saturno (capitulo 26) y finalmente de
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los planetas (capitulo 27). Se ha descubierto en afos recientes que, desde
un punto de vista que comprende intervalos de millones de afios, dentro del
Sistema Solar si hay comportamientos caéticos. (Qué le ocurrird? Esta es
una cuestion todavia no resuelta.

Como podra apreciar el lector, la gama de temas es en realidad muy vasta.
Uno de los puntos interesantes es que todos estos temas, y muchos otros
que por falta de espacio no hemos tratado, se rigen por el mismo tipo de
leyes. Este es un gran descubrimiento, hecho en época muy reciente, que en
el momento actual sigue siendo un capitulo abierto a trabajos de
investigacion muy activa, realizados por muchisimos cientificos en todo el
mundo, incluyendo mexicanos. La ultima palabra sobre estos temas no ha
sido dicha todavia; de hecho aun falta mucho terreno por recorrer.

Iniciemos, pues, nuestro viaje por el camino de los fractales y del caos.
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82. La geometria euclidiana. Lo que nos ensefiaron en la escuela

El matematico griego Euclides, que vivio alrededor del afio 300 a. C., escribio
los Elementos, una de las obras mas conocidas de la literatura mundial. En
ella se presenta de manera formal el estudio de las propiedades de lineas y
planos, circulos y esferas, triangulos y conos, etc.; es decir, de las formas
regulares. Los teoremas que nos ensefia Euclides son los que generalmente
aprendemos en la escuela. Por citar algunos de los mas conocidos:
a. La suma de los angulos de cualquier triangulo es 180°;
b. En un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos, que es el famoso teorema de

Pitdgoras.

La geometria de Euclides, ademas de ser un poderoso instrumento de
razonamiento deductivo ha sido extremadamente util en muchos campos del
conocimiento, por ejemplo en la fisica, la astronomia, la quimica y diversas
ingenierias. Desde luego es muy util en las matematicas.

Inspirados por la armonia de la presentacion de Euclides, en el siglo Il se
formuld la teoria ptolemaica del Universo, segun la cual la Tierra es el centro
del Universo, y los planetas, la Luna y el Sol dan vueltas a su alrededor en
lineas perfectas, o sea circulos y combinaciones de circulos.

Sin embargo, las ideas de Euclides constituyen una considerable abstraccion
de la realidad. Por ejemplo, supone que un punto no tiene tamafo; que una
linea es un conjunto de puntos que no tienen ni ancho ni grueso, solamente
longitud; que una superficie no tiene ancho, etcétera.

En vista de que el punto, de acuerdo con Euclides, no tiene tamario, se le
asigna una dimensién nula o de cero. Una linea tiene solamente longitud, por
lo que adquiere una dimension igual a uno. Una superficie no tiene ancho,
por lo que tiene dimensién dos. Finalmente, un cuerpo sdélido, como un cubo,

tiene dimensidon tres. De hecho, en la geometria euclidiana las Unicas
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dimensiones posibles son las que corresponden a los numeros enteros: O, 1,
2y 3.

En el transcurso del desarrollo de este libro nos estaremos refiriendo a
diversas caracteristicas de las figuras acerca de las que trata la geometria de

Euclides.
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83. Ejemplos de algunas cosas raras

Una situaciéon que nos parece comun es medir alguna longitud; como la de

una costa, entre dos puntos Ay B (figura 1).

Figura 1. ;Cual es la longitud de la costa entre los puntos Ay B?

Una manera de hacerlo seria medir la longitud de una linea recta que une A
con B (figura 2). Sin embargo, la costa es, en general, irregular, por lo que
es claro que su longitud serda mayor que la de la linea recta entre sus dos
puntos extremos. Podriamos ahora tomar como unidad una barra arbitraria
de longitud H, por ejemplo. Para medir la longitud de la costa llevariamos
esta barra a lo largo de la costa (figura 3) y contariamos las veces que la
barra cabe a lo largo de la costa desde A hasta B. A este numero, denotado
por Li, le lamamos la longitud de la costa.

Nos damos cuenta inmediatamente de que tal numero en realidad no es el
valor de la longitud de la costa, ya que por ejemplo, entre los puntos Ay C
donde cayo la barra la primera vez, la longitud de ese tramo de costa no es
la de la barra.

Para mejorar nuestra medicibn tomamos otra barra, de menor longitud,
digamos de la décima parte de la anterior, H/10, y repetimos el

procedimiento obteniendo para la longitud de la costa el nimero L.
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Nuevamente podemos afirmar, por el mismo argumento que dimos arriba,
qgue no es exactamente la longitud de la costa.

Podemos continuar indefinidamente de esta manera, tomando unidades cada
vez mas y mas pequefas. Intuitivamente esperariamos que la sucesion de
valores gque se obtengan para las longitudes de la costa, medidas de esta
manera, tenderia a alcanzar un valor bien definido que seria la "verdadera"
longitud de la costa. Sin embargo, esto no ocurre. De hecho, lo que sucede
es que esta sucesion de longitudes aumenta cada vez mas y mas. Es decir, al
seguir el procedimiento indefinidamente, la longitud de la costa que se mide
se va haciendo cada vez mas y mas grande, esto es, jla longitud de la costa
entre A y B tiende a un valor infinito!

Este resultado sorpresivo se puede explicar como sigue: si primero
observamos la costa en un mapa de escala 1/100 000 nos daremos cuenta
de que tiene algunas bahias y peninsulas. Si en seguida volvemos a
examinar la misma costa, pero ahora en un mapa que tenga la escala de
1/10 000, es decir, en una escala mas amplia, apareceran caracteristicas que
no se veian en el mapa anterior. Asi, ahora se ven nuevas bahias y nuevas
peninsulas. Si se sigue examinando la costa, pero en un mapa que esté a
una escala todavia mas grande, digamos de 1/1 000, apareceran nuevas
bahias y peninsulas que no se veian en ninguno de los mapas anteriores. Asi

podemos continuar indefinidamente.

Figura 2. La distancia recta entre Ay B no es la longitud de la costa.
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Figura 3. Con la barra de longitud H se mide cuantas veces ésta cabe entre A

y B.

En consecuencia, al ir cambiando de escala, como van apareciendo mas y
mas bahias y peninsulas pequefias, éstas contribuyen a la longitud que se
estd midiendo. Por muy chica que sea la nueva bahia o peninsula, al ir
aumentando la escala, en algdn momento aparecera en el mapa y contribuira
a la longitud de la costa.

Si uno cambiara el método de medicién de la longitud, también se llegaria a
la misma conclusion.

Otro ejemplo de este tipo de situacion ocurre al tratar de medir la frontera
entre dos paises. Se puede dar un argumento analogo al que presentamos
arriba para la bahia y se llega a la misma conclusion: jla frontera entre dos
paises tiene, en rigor, longitud infinita!

En 1961 el inglés L. F. Richardson presentdé una serie de las mediciones
experimentales que hizo de varias costas, fronteras y cuerpos geomeétricos
regulares. En cada caso fue cambiando el valor de la unidad de medida H; de
esta forma obtuvo el correspondiente valor de la longitud L que denotamos
como L(H), pues depende de la unidad H. En la figura 4 se muestran algunos
de sus resultados. Se puede apreciar que al ir disminuyendo el valor de H la
longitud L va aumentando. Sin embargo, se puede ver que la variacion de L
en ciertos intervalos de H no es muy pronunciada.

Podemos ahora preguntarnos lo siguiente: ¢si aplicamos estas ideas a la

medicion del perimetro de una figura como un cuadrado o un circulo, no
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pasara lo mismo? La linea (d) de la figura 4(d) muestra el valor de L para un
circulo; se ve que L es siempre el mismo (e igual al valor del perimetro del
circulo, tal como se ensefia en los cursos de geometria) en todo el intervalo
de valores de H en gque se hicieron las mediciones. Lo que ocurre es que en
las figuras geométricas, al ir aumentando la escala de la observacién NO
aparecen estructuras del tipo de bahias o de peninsulas, que eran invisibles
en la escala anterior, ya que por definicién, la linea que delimita a la figura
carece de estas estructuras. Por ejemplo, el circulo se define como el
conjunto de puntos que dista una longitud constante del centro. Por lo tanto,
en el circulo no puede haber algo analogo a una peninsula, como en el caso

de la costa.
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Figura 4. La longitud de varias curvas depende de la longitud de medida H.
a) Frontera entre Portugal y Espaina. b) Costa occidental de Gran Bretafa. c)

Frontera terrestre alemana (1900). d) Perimetro de un circulo.

Aqui vemos con claridad lo que significa la abstraccién de la realidad que

hizo Euclides, quien no considerd figuras tales como las de una costa, sino
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que supuso que sus lineas no tenian estructuras que eran invisibles en una
escala y visibles en otra. Sin embargo, en la realidad, muchas lineas que se
presentan en la naturaleza si tienen esta ultima caracteristica.

En este punto esperamos que el lector se sienta incbmodo. (Como es posible
que, por ejemplo, la frontera entre dos paises no esté perfectamente
determinada? Pues, efectivamente, en lo que respecta a su longitud no lo
estd. Richardson menciona que cada pais da un valor diferente a la longitud
de su frontera comun. Por ejemplo, Espafia dice que su frontera con Portugal
mide 987 km, mientras que Portugal afirma que son 1214 km; segun
Holanda su frontera con Bélgica mide 380 km, mientras que Bélgica reclama
que son 449 km. Lo que sucede es que, al hacer las mediciones, cada pais
utilizé, de hecho, otro valor de la unidad H, y por tanto obtuvo otro valor de
la longitud.

La discusion anterior nos lleva a la conclusion inesperada de que la longitud
de cierto tipo de objetos, que mas adelante llamaremos fractales, no tiene
un valor bien determinado. Su longitud depende de la unidad H que se
escoja. Si dos observadores eligen dos unidades distintas obtendran dos
resultados distintos. jY ambos observadores tendran razén! Es decir, este
tipo de mediciones no es completamente "objetivo”. Es claro que, en las
relaciones entre paises, se debe reconocer el caracter especial de las
cantidades que se van a medir y llegar a un convenio mutuo sobre cudl
debera ser la unidad de longitud que se debe seleccionar. De esta forma se

evitaran ambiguedades.
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84. A veces se esta mirando algo pero no se ve...algunos casos

historicos

Si se suelta un grano de polen en un vaso de agua se observa que realiza un
movimiento desordenado e irregular. Se mueve siguiendo una trayectoria en
forma de zigzag (figura 5). En un cine, en el haz de luz que envia el
proyector hacia la pantalla, se puede ver que las particulas de polvo que
flotan en el aire realizan también un movimiento en zigzag.

Ambos movimientos reciben en fisica el nombre de movimiento browniano,
que fue descrito por primera vez por el botanico inglés Robert Brown en
1828.' No entraremos en la historia de este fenémeno. Sélo presentaremos
algunas caracteristicas de él que nos seran utiles.

Las lineas de la trayectoria de una particula browniana (figura 5) no tienen
en rigor ninguna realidad fisica. La forma en que se trazaron las lineas del
dibujo es imaginando que cada 30 segundos se observa la posicion de la
particula de polen y se marca con un punto; luego estos puntos se unen
sucesivamente con lineas rectas. Por tanto, lo Unico que tiene realidad son
los puntos, que indican las posiciones de la particula browniana al final de
cada intervalo. Si ahora, en lugar de marcar las posiciones en cada intervalo
de 30 segundos se marcan en cada intervalo de 3 segundos y se unieran los
puntos con lineas rectas, cada linea recta de la figura 5 quedaria
reemplazada por una sucesion de lineas quebradas de menor tamafo, pero
de igual complejidad. Asi, por ejemplo, si nos fijamos en dos puntos
sucesivos, A y B, de la figura 5, se obtendran entre ellos los puntos
mostrados en la figura 6. Si ahora unimos estos puntos con lineas rectas
obtendremos las lineas quebradas de la misma figura 6. Concluimos que la
segunda figura que se forma tiene el mismo tipo de estructura que la

primera.

! véase Braun, E., Un movimiento en zigzag. La Ciencia para todos, nim. 13, Fondo de Cultura Econémica, México,
1991.
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Se podrian tomar ahora intervalos méas pequefios, por ejemplo, de 0.3
segundo y seguir el mismo procedimiento; ocurriria lo mismo que antes. Nos
damos cuenta de que la trayectoria que sigue una particula browniana es tal
que mantiene una estructura similar al cambiar la escala de tiempos de la
observacion. Este tipo de linea fue denominada fractal por el cientifico Benoit
Mandelbrot en 1975.

Figura 5. Trayectoria irregular y azarosa que sigue una particula browniana.

Es interesante mencionar que ya en 1906 el fisico francés Jean Perrin se

habia dado cuenta de este tipo de comportamiento.
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‘ﬂd’
| |
(a) ®)
Figura 6. a) Los puntos A y B son las posiciones de la particula Browniana al
inicio y al final de un intervalo de tiempo. b) Posiciones de la misma particula

browniana al registrarla en intervalos equivalentes a la décima parte del

intervalo anterior.

En particular, habia hecho notar que si uno toma un punto de la trayectoria
que sigue una particula browniana entonces, en rigor, no se puede trazar
una linea tangente a ella, y apunté entonces:

Usando lenguaje geométrico, las curvas que no tienen

tangente constituyen la regla, y curvas regulares, tales como

el circulo, son interesantes pero especiales.

A primera vista, la consideraciéon del caso general puede

parecer un mero ejercicio intelectual, ingenioso pero artificial.

Los que oyen hablar de curvas sin tangente tienden a pensar

que la naturaleza no presenta tales complicaciones, ni siquiera

las sugiere.

Sin embargo, lo contrario es la verdad. Esta afirmacion se

puede ilustrar considerando ciertos valores experimentales sin

preconcepcion.
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Considérese, por ejemplo, uno de los copos blancos que se
obtienen al afadir sal a una solucion jabonosa. A cierta
distancia su contorno puede dar la sensacibn de estar
nitidamente definido, pero a medida que nos acercarnos esta
nitidez desaparece. El ojo ya no puede dibujar una tangente
en cualquier punto. Una linea que, a primera vista, pareciera
ser satisfactoria, bajo un escrutinio detallado resulta ser
perpendicular u oblicua. El uso de una lupa o de un
microscopio aun nos deja mas en la duda, ya que aparecen
nuevas irregularidades cada vez que aumentamos Ila
magnificacion, y nunca logramos conseguir una impresion
nitida, lisa como la dada, por ejemplo, por una bola de acero...
...la caracteristica esencial de nuestro copo es que cualquier
escala incluye detalles que prohiben absolutamente la fijacion
de una tangente.

Quedaremos dentro de los dominios de Ila realidad
experimental en el momento en que observemos bajo el
microscopio el movimiento browniano con el que se agita una
particula (browniana) suspendida en un fluido. Se descubre
entonces que la direccion de la linea recta que une las
posiciones ocupadas por una particula en dos instantes muy
cercanos en el tiempo varia irregularmente en forma absoluta
a medida que el intervalo entre ambos instantes se hace
menor. Un observador sin prejuicios concluiria, en
consecuencia, que esta tratando con una curva a la que no se

le puede dibujar una tangente.

Nadie hizo caso a los comentarios de Perrin, y este asunto queddé dormido
hasta finales de la década 1960-1970, cuando Mandelbrot lo retomod.

Hablaremos al respecto en el capitulo siguiente. Si se hubiera seguido

20 Preparado por Patricio Barros



Caos, Fractales y cosas raras www.librosmaravillosos.com Eliezer Braun

investigando la observacion hecha por Perrin a principios de siglo, lo que hoy
Ilamamos fractales posiblemente habrian sido desarrollados 60 afios antes.
Otro caso que nos sera de interés en este libro es el del cientifico francés
Henri Poincaré. Para entender su proposicion, olvidada durante cerca de 70
anos, recordaremos algunos hechos.
Las leyes del movimiento de Isaac Newton, expuestas a fines del siglo XVII,
implicaban que si se conoce la fuerza que se aplica sobre una particula se
puede conocer la trayectoria que seguird. Sin embargo, esta posibilidad
contiene una condicién: que se debe poder especificar qué posicion y qué
velocidad tenia la particula en el instante inicial. Es decir, si se pueden
precisar las condiciones iniciales de la particula, las leyes de Newton
permiten conocer completamente su futuro, lo cual resultara valido para
cualquier sistema que tenga cualquier nimero de particulas.
Basado en estos hechos, el matematico francés Pierre Simon de Laplace
(1749-1827) llegé a jactarse de que si se le dieran las posiciones y
velocidades iniciales de cada una de las particulas que componen el
Universo, podria predecir el futuro por el resto del tiempo. Este hecho
conlleva un riguroso determinismo en las leyes de la naturaleza. Las
inferencias de estas conclusiones acerca de las leyes de Newton las
trataremos en un capitulo posterior.
En el afio de 1903 Poincaré escribid lo siguiente:

...nosotros solamente podemos conocer la situacion inicial de

manera aproximada. Si esto nos permitiera predecir la

situacién que sigue en el tiempo con la misma aproximacion,

es todo lo que necesitariamos, y podriamos decir que el

fendbmeno ha sido predicho, que esta regido por leyes. Pero

esto no es siempre asi; puede ocurrir que pequefas

diferencias en las condiciones iniciales produzcan condiciones

muy diferentes en los fendmenos finales. Si un pequefio error

en las condiciones iniciales produce un enorme error en las
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condiciones finales, la predicciobn se vuelve imposible vy

tenemos un fendmeno fortuito.

En el capitulo 7 se analizar4d con mayor detalle este comentario.

Al igual que en el caso de Perrin, las observaciones de Poincaré
permanecieron olvidadas durante muchos afios; ningun cientifico les puso
atenciéon. Si se hubiera continuado trabajando en este campo desde esa
época, es posible que el caos como teoria cientifica se hubiera desarrollado
muchas décadas antes.

Estos son dos ejemplos de situaciones que no son muy raras en la historia de
la ciencia. Algun cientifico se da cuenta de cierto fenbmeno, pero por
diversos motivos nadie se ocupa de él y cae en el olvido, lo que ilustra el
hecho de que el desarrollo de la ciencia no es tan objetivo como se quisiera

pensar.
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85. Los fractales. Nuevas dimensionalidades

En las udltimas dos décadas se ha desarrollado una linea de investigacion,
iniciada por Benoit Mandelbrot, cuyo tema son los objetos llamados fractales.
Se puede construir un tipo de figuras fractales siguiendo el siguiente
ejemplo. Tomemos un tridngulo equilatero cualquiera (figura 7(a)) al que se
denominara iniciador. Dividase cada lado en tres partes iguales. En las partes
intermedias de cada lado afiddanse dos lados de un tridngulo equilatero cuyo
lado sea igual a la tercera parte del lado original. Se obtiene asi la figura
7(b). Enseguida, dividase otra vez cada uno de los lados de la figura asi
formada en tres partes iguales, y en cada parte intermedia afidadanse dos
lados de un triangulo equilatero cuyo lado sea igual a la longitud resultante.
Se encuentra asi la forma mostrada en la figura 7(c). Si se continda
indefinidamente este procedimiento se encontrara una forma parecida a la
mostrada en la figura 7(d). Esta figura es un fractal y, como veremos a
continuacion, su perimetro tiene longitud infinita.

Analicemos con un poco de detalle el perimetro de estas figuras.
Supongamos que el lado del tridngulo iniciador de la figura 7(a) sea igual a 1
(en cualquier unidad). El perimetro del triangulo original, que es igual a la
suma de las longitudes de sus lados, es entonces igual a 8.

Por construccion, cada linea recta de la figura 7(b) tiene longitud (1/3). Por
tanto, dado que hay 12 lineas rectas de este tamafio, el perimetro de la
figura 7(b) es 12 x (1/3) = 4. El lector se dara cuenta de que este nuevo
perimetro (4) es mayor que el original (3).

Veamos ahora la figura 7(c). Cada linea recta de esta figura tiene (1/9) de
longitud. En vista de que hay 48 de estas lineas, su perimetro es 48 x (1/9)
= 5.333, mayor que los perimetros de las figuras 7(a) y 7(b).

Vemos entonces que la sucesion de valores de los perimetros es: 3, 4,
5.333,... Esta sucesidn va creciendo. La causa de que crezca es clara, ya que

de un paso al otro el nimero de lineas rectas aumenta mas rapidamente de

23 Preparado por Patricio Barros



Caos, Fractales y cosas raras www.librosmaravillosos.com Eliezer Braun

lo que disminuye la longitud de cada linea recta. De hecho, en cada paso de
la construccién el numero de lineas se multiplica por el factor 4, mientras
que la longitud de cada linea disminuye 3 veces. Por lo tanto, el perimetro se
multiplica, de un paso al otro, por el factor 4 x (1/3) = 1.333, que es un
ndmero mayor que 1. Si el numero de pasos es infinito, el perimetro de la

figura asi formada también resulta ser infinito.

ANY

Figura 7. Pasos que siguen para construir el fractal llamado curva de Koch.

O

Figura 7. Pasos que siguen para construir el fractal llamado curva de Koch

(continuacién).

La curva de la figura 7(d) se llama curva de Koch.
Nos debemos dar cuenta de que si se comparan las figuras que se forman en

dos construcciones sucesivas, se vera gue ambas tienen la misma estructura.
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Se recordara del capitulo 3 que lo mismo ocurre con la bahia cuando se
cambia la escala.

Un objeto que presenta la misma estructura al cambiarsele indefinidamente
la escala de observacion recibe el nombre de fractal. Por lo tanto, la curva de
Koch y la bahia son fractales.

Mandelbrot asegura que en la naturaleza existen muchos fenémenos de
caracter fractal, de hecho, muchos mas de los que podemos imaginar.
Mencionaremos en forma breve algunos.

La trayectoria que sigue una particula que realiza movimiento browniano,
descrita en el capitulo 4 es un fractal. En efecto, al pasar de una escala a
otra, como por ejemplo, cuando se pasa de la figura 5 a la 6, las estructuras
son similares.

También los paisajes naturales presentan caracteristicas de los fractales. Asi,
la forma de las cadenas montafnosas (figura 8) da lugar a que si uno
intentara medir su superficie encontraria valores infinitos. Una manera de
crear un paisaje fractal es la siguiente. Tomemos el triangulo de la figura
9(a). El punto medio de cada lado lo desplazamos cierta cantidad (figura
9(b)). Asi el punto A se traslada al punto B; el punto G al D, y el E al F.
Uniendo los puntos B, D y F con los vértices del triAngulo se forman cuatro
triangulos mas pequefios que el original, como se ve en la figura 9(c). Si se
sigue este procedimiento muchas veces con cada uno de los tridngulos
formados, se logra obtener una figura que tiene todo el parecido a una
montafa (figura 8). Un programa de computadora llena los tridngulos
resultantes con sombreados apropiados que le dan un togue en extremo

realista a la figura.
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1) €)

Figura 9. Pasos para construir un paisaje fractal.

En la geometria euclidiana se ensefia que hay una relacion determinada
entre, por ejemplo, el area que ocupa una figura y la longitud de la linea que
encierra a dicha area. Asi, por ejemplo, para un cuadrado, la longitud de su
perimetro elevada al cuadrado es igual a 16 veces el area encerrada. En
efecto, supongamos que el lado del cuadrado es de 3 cm. Entonces el

perimetro es:

perimetro =4 x 3 cm = 12 cm.

Si se eleva al cuadrado se obtiene:
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perimetro® = (12 cm)? = 144 cm?.

Por otro lado, el area del cuadrado de lado 3 cm es:

area = (3cm)? = 9 cm?.

Pero:

144=16 x 9,

por lo que vemos que:

perimetro® = 16 x area (1)

En un cuadrado, el perimetro al cuadrado es igual a 16 veces el area
encerrada.
Si se trata de un circulo, la longitud del perimetro elevada al cuadrado es

igual a cuatro veces p (la letra griega pi) por el area encerrada:

perimetro® = 4n x area  (2)

Recuérdese que el numero n (pi) es igual a 3,14159...

De manera general, el cuadrado del perimetro de una figura geométrica es
igual al area encerrada, multiplicada por un nidmero. Este nimero depende
de la forma particular de la figura que se esté tratando: para el cuadrado el
namero es 16 y para el circulo 4n.

Un tipo de relacién analoga se encuentra entre el volumen de un cuerpo y el
area de la superficie que lo encierra. En efecto, se puede demostrar que en
una figura cubica el cubo del area es igual a 216 veces el cuadrado del

volumen encerrado. Por ejemplo, si el lado de un cubo mide 2 cm, entonces
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el area total del cubo es 6 veces el area de cada cara, ya que tiene 6 caras.

Pero el area de cada cara es (2 cm) x (2 cm) = 4 cm?. Por tanto:

area total del cubo = 6 x 4 cm? = 24 cm?.

Elevemos ahora este valor al cubo:

area®> = (24 cm?)?® = 13824 cm®.

Por otro lado, el volumen del cubo se obtiene elevando al cubo la longitud de

su lado:

volumen = (2 cm)® = 8 cm®.

Elevando al cuadrado este valor:

volumen? = (8 cm®)? = 64 cm®.
Pero:

13824 = 216 x 64,

por lo que:

area® = 216 x volumen?  (3)
Para otro tipo de figuras, el factor que multiplica al (volumen)? no es 216,
este coeficiente depende de la figura particular de que se trate.
En el caso de las figuras que son fractales, las relaciones que obtuvimos no

se satisfacen. Consideremos, por ejemplo, el caso del cerebro de los

mamiferos; se sabe que su corteza presenta numerosas circunvoluciones. De
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mediciones hechas con mucha precision resulta que la relacion entre el
volumen del cerebro y el area de la superficie que lo encierra no sigue el
patron mencionado arriba para las figuras geométricas regulares. Se
encuentra ahora que el cubo del area ya no es proporcional al volumen

elevado al cuadrado, sino que:

area®> = A x volumena (4)

donde A es un ndmero, analogo al 216 de la ecuacién (3), pero el exponente
a (alfa) no es igual a 2 como en la ecuacioén (3) sino que tiene un valor entre
2.73y 2.79.

Se puede demostrar que de esta relaciéon puede inferirse que la superficie
que encierra al cerebro es fractal. Este resultado se ha explicado en relaciéon
con las necesidades que la evolucion va creando para los mamiferos.

De hecho, cuando en una figura se satisface la relacion (3) entre su area y
su volumen, la figura es euclidiana. Si no, como en el caso del cerebro que
se esta considerando, entonces es fractal.

Otro ejemplo del campo biolégico se da en la estructura nasal de algunos
animales. La membrana que cubre el hueso de la nariz es tal, que la relacién
entre area y volumen encerrado no sigue un patréon geométrico euclidiano,
sino fractal. Ciertos animales tienen esa membrana con un area muy grande
para el volumen que encierran. La membrana podria estar relacionada con el
sentido del olfato y, por ejemplo, en el caso de los camellos su gran area les
ayudaria a localizar; husmeando, el agua tan escasa en el desierto.

La descarga y el nivel de las crecidas de los rios son otro ejemplo de
fractales. Resulta que estas cantidades, tomadas anualmente, tienen valores
muy persistentes. Se ha intentado dar, infructuosamente, diversas
explicaciones a este hecho. Aparentemente la Unica explicacion que tiene
visos de conformarse con los resultados experimentales es que estas

cantidades se comportan como fractales.
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También se han aplicado las ideas de los fractales a la economia. Un andlisis
detallado del comportamiento en el cambio de precio de las mercancias
muestra que su estructura es analoga a la de un fractal. Esto se debe a que
al cambiar de escalas temporales la determinaciéon de los cambios, se
encuentran estructuras similares.

En linguistica también se producen estructuras fractales. Se ha estudiado las
relaciones que sigue en un idioma la frecuencia en el uso de las palabras.
Pues resulta que este comportamiento es fractal. Uno de los parametros de
este fractal da la medida de qué tan rico es el uso del vocabulario a través de
la frecuencia relativa del uso de palabras poco comunes.

Se ha determinado que los fractales también se dan en la teoria de los
circuitos eléctricos y en la teoria de la informacién, por mencionar soélo
algunos campos. Se han abierto de esta manera vastos horizontes de estudio
y aplicacion que apenas empiezan a explorarse.

El hecho de que en las figuras regulares, las que trata la geometria
euclidiana, la relacion entre el cuadrado del perimetro y el area (véanse las
ecuaciones (1) y (2) anteriores, o bien, entre el area al cubo y el cuadrado
del volumen (véase la ecuacion (3)) se dé con exponentes que son numeros
enteros (por ejemplo, el 3 del area al cubo y el 2 del cuadrado del volumen)
se debe a que se estd tratando con una, dos y tres dimensiones. Sin
embargo, cuando se trata de fractales (véase la ecuacién (4) de la pagina
30), entonces, como vimos arriba, ya no se tienen estas relaciones con
nameros enteros en los exponentes. Por tanto, los fractales son figuras que
no corresponden a una dimensionalidad entera.

Lo que esta ocurriendo es que la geometria euclidiana, con sus dimensiones
enteras, no logra alcanzar la esencia de las formas irregulares. Considérese
un ovillo de cuerda. Si se le observa desde muy lejos (figura 10(a)) se le
vera como un punto, es decir, una figura de dimensién nula. Si el observador
se acerca vera que el ovillo ocupa un espacio parecido a una esfera, o sea,

de tres dimensiones (figura 10(b)). Si el observador se sigue acercando
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advertira con detalle la cuerda que forma el ovillo y éste se transforma, en
realidad, de dimension uno (figura 10(c)). Si seguimos acercandonos, es
decir; nos disminuimos imaginariamente para apreciar la estructura
microscopica de la cuerda, la cuerda empieza a verse nuevamente de tres
dimensiones, porque se empezara a apreciar las fibras que lo componen, que
podran verse como columnas tridimensionales. Asi se puede continuar. De
esta manera, se aprecia que no se puede hablar de la dimensionalidad de la
cuerda de una manera "objetiva". Todo depende de la perspectiva del

observador, esto es, de la escala en que se haga la observacion.

)

(b)

(€
Figura 10.a) De lejos, un ovillo se ve como un punto. Su dimensién es 0; b)
mas de cerca vemos el ovillo como una esfera. Su dimension es 3; ¢) todavia

mas cerca vemos la cuerda del ovillo. Su dimensién es 1.

Mandelbrot dio un paso muy atrevido al proponer que se asignara a los
fractales dimensiones que no fueran numeros enteros. La dimension
fraccionaria propuesta constituyé una manera de poder medir de otra forma
caracteristicas no definidas claramente. Por ejemplo, el grado de

irregularidad de una linea, como la bahia, o la aspereza de una superficie.
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Mandelbrot propuso la forma de calcular la dimension de un objeto fractal y
demostré que el nimero que asi se obtiene no depende de la escala en que
se hacen las observaciones. Recuérdese que si se asignan dimensiones
enteras, entonces, como en el caso del ovillo de cuerda, la dimension va

cambiando al cambiar la escala de observacion.
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Laminas 1 - 4. Sucesion de fotografias que muestran la caida de una gota de
tinta en agua. Al caer la gota, se transforma en un anillo de vortices, que se
expande hasta volverse inestable, dando lugar a un nuevo anillo de vortices.
Este proceso se repite muchisimas veces, es decir se forma un fractal. En las

fotografias se ven distintos estados de los fractales asi formados.
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Laminas 5-16. Diversos fractales generados por computadora. En cada caso
se ha utilizado un procedimiento repetitivo diferente, como se ejemplifica en
el texto. (Fotos del Doctor José Luis del Rio, Departamento de Fisica,
Universidad Auténoma Metropolitana-lztapalapa y de Jorge Lodigiani
Rodriguez, Divisién de Ciencias Bioldgicas y de la salud Universidad

Auténoma Metropolitana-lztapalapa.)
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Figura 11. La forma de una rama es fractal.

Por tanto, el grado de irregularidad de un fractal es el mismo a medida que
se cambia de escala. Es decir; hay una irregularidad regular, valga la
expresion.

Como ilustracion mencionamos que la curva de Koch (figura 7(d)) tiene una
dimension igual a 1.2618.

Una de las caracteristicas de un fractal es que conserva la misma forma si se
le ve en distintas escalas, como en el caso de las lineas asociadas al
movimiento de una particula browniana (figuras 5 y 6). Esta caracteristica de
los fractales se llama auto similitud.

Es posible construir figuras fractales siguiendo un procedimiento bien
determinado, o como se dice mas técnicamente, un algoritmo, por ejemplo,
el procedimiento para construir la curva de Koch. De la misma manera se
puede construir una superficie que se parece mucho a la terrestre (figura 9).
Este algoritmo ha sido utilizado en la filmacion de peliculas con el fin de crear
superficies. Se ha demostrado que la superficie terrestre tiene una dimension
fractal de 2.7, hecho que han utilizado muy provechosamente los gedélogos.
Otros empleos son los de fabricar patrones semejantes a los del crecimiento
de las especies bioldgicas (figura 11) o las de una descarga eléctrica como

un rayo (figura 12).
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Figura 12. Un rayo tiene forma de fractal.

En capitulos posteriores trataremos en detalle algunos de los casos

mencionados, en los que aparecen objetos fractales.
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86. Mas sobre fractales

En el capitulo anterior se vio que un fractal es una figura que mantiene su
forma si se le cambia de escala. En el presente capitulo consideraremos con
mas detalle esta importante propiedad.

Las famosas mufiecas rusas estan formadas por una mufieca grande en cuyo
interior se halla otra mufieca, similar a la grande, pero de menor tamafo.
Dentro de esta segunda mufeca hay otra similar, pero de tamafio aun
menor. Un conjunto contiene cinco o0 seis mufecas, todas similares, pero
cada una de menores dimensiones. Al pasar de una mufieca a la otra se esta
cambiando la escala. Al cambiar de escala, las mufiecas en conjunto son
similares. Si se pudiera tener un conjunto muy grande, infinito, de mufnecas,
todas iguales pero una mas pequefia que la anterior, tendriamos un fractal.
Sin embargo, no se puede construir este conjunto porque llega un momento
en que resulta imposible tallar una mufieca lo suficientemente pequefa. El
conjunto, por lo tanto, constituye una aproximacion a un fractal.

Otro ejemplo de similitud parcial es el caso de una etiqueta colocada, por
ejemplo, en una caja de chocolates. En la etiqueta esta dibujada la misma
caja con su etiqueta que, a su vez, muestra la caja de chocolates con la
etiqueta, etc. Notese que al cambiar de escala, o sea en el dibujo que esta
en una etiqueta, lo que se ve es similar al objeto original. Si se pudiera
seguir asi un numero muy, pero muy grande de veces, de hecho infinito,
entonces habriamos formado un fractal. Esta similitud no se puede llevar al
infinito, por razones claras.

Otro caso es el de una caricatura en la que un pez se come a otro mas chico;
éste a otro todavia mas chico y asi sucesivamente.

En el caso en que un objeto tiene la misma forma al cambiar la escala, es
decir, que es similar al anterior, y se cambia la escala un numero infinito de

veces y se sigue obteniendo una figura similar a las anteriores, se dice que el
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objeto es autosimilar. Un fractal es un objeto autosimilar. Un ejemplo, como
ya se vio, es la trayectoria de una particula browniana (figura 5).

Otro ejemplo de similitud se da cuando una persona se coloca entre dos
espejos paralelos y observa las imagenes de su cuerpo. Pero estas imagenes
no son todas iguales, sino que una es mas pequefia que la otra. Si los
espejos se hallan situados en forma perfectamente paralela, entonces el
namero de imagenes es infinita y asi tenemos un conjunto autosimilar.

La autosimilitud es una idea que ya habia sido sugerida en muchas ocasiones
a lo largo de la historia. Por ejemplo, en el siglo XVII, el pensador aleman
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) propuso que una gota de agua
contenia todo un universo, que a su vez contenia gotas de agua mas
pequefas; cada una de estas pequefas gotas encerraba a su vez un universo
que tenia en su interior otras gotas de agua, todavia mas pequefias y cada
una de ellas...

Esta autosimilitud y otras muchas que se sugirieron fueron desechadas con
el tiempo ya que no se pudieron comprobar experimentalmente. En una gota
de agua no hay ningun universo en el sentido propuesto por Leibniz.

Fue hasta la década de 1960 y de 1970 que Mandelbrot volvié a proponer
esta idea, pero en un contexto completamente distinto de los anteriores. Se
ha demostrado que la autosimilitud se presenta en gran variedad de
fenbmenos y situaciones muy diversas, como veremos en los capitulos

siguientes.
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87. Condiciones iniciales y su importancia

En el capitulo 4 citamos a Poincaré cuando aludia a las condiciones iniciales.
En el presente capitulo analizaremos en detalle esa cuestion.
Consideremos un fendmeno fisico bien conocido, la caida de los cuerpos. Una
piedra cae al soltarla debido a que experimenta una fuerza, la de gravedad,
que esta dirigida hacia el centro de la Tierra. Con base en las leyes de
Newton se puede encontrar que la trayectoria que sigue la piedra es una
linea recta vertical.
Sin embargo, la misma piedra sujeta a la misma fuerza (su peso) también
puede moverse a lo largo de otra trayectoria. Por ejemplo, si la lanzamos
hacia arriba formando cierto angulo con la horizontal, entonces se movera a
lo largo de la trayectoria mostrada en la figura 13, que resulta ser una
parabola.
Nos podemos hacer la siguiente pregunta: si en los dos casos la misma
piedra estuvo sujeta a la misma fuerza, ¢por qué en un caso se movio a lo
largo de una linea recta vertical y en el otro a lo largo de una parabola?
Como podemos apreciar, a pesar de ser la misma piedra y la misma fuerza,
hubo una diferencia.

e En el primer caso se solt6 la piedra, lo que significa que en el instante

inicial su velocidad fue nula
e En el segundo caso se le dio a la piedra, en el instante inicial, una

velocidad dirigida hacia arriba, como se muestra en la figura 13.

Por tanto, en los dos casos hubo condiciones iniciales diferentes y, en
consecuencia, las trayectorias seguidas fueron distintas, a pesar de que en
ambos casos la piedra estuvo sujeta a la misma fuerza, la gravedad.

Este ejemplo nos ilustra un hecho muy importante: para conocer el tipo de
evolucién que sigue un sistema se necesita conocer, ademas de las leyes que

lo rigen (en los casos de arriba, las de Newton y la fuerza de la gravedad),
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las condiciones iniciales del sistema. Bajo las mismas leyes, diferentes
condiciones iniciales producen distintas evoluciones en el tiempo.

La cuestidn a que se refirié Poincaré tiene que ver con lo siguiente. Tomemos
dos piedras iguales. Soltemos la primera piedra desde cierto punto, digamos
el A, sobre el suelo (figura 14(a)). Al mismo tiempo soltemos la segunda
piedra desde el punto B, que estd muy cercano al A. Nos damos cuenta de
que, no obstante que en ambos casos las velocidades iniciales de las piedras
son iguales (cero), sus posiciones iniciales no son iguales ya que las
soltamos desde dos puntos distintos, aunque difieren muy poco. Decimos
que las condiciones iniciales de ambas piedras no son las mismas, aunque si

muy parecidas.

Velocidad inicial

/A Y A A A B Y A A A

Figura 13. Una piedra lanzada hacia arriba, formando un &ngulo con la

horizontal, describe una trayectoria parabdlica.

Veamos qué pasa con las posiciones que van ocupando las dos piedras en
sus caidas. Si nos fijamos medio segundo después de haber soltado las
piedras veriamos (figura 14(b)) que estdn en las posiciones C y D,
respectivamente.

Nos damos cuenta de que la distancia entre los puntos C y D también es muy
pequefia (de hecho es igual a la de los puntos iniciales A y B). En
consecuencia, si la diferencia de condiciones iniciales es muy pequefa,
entonces al transcurrir el tiempo la diferencia entre las posiciones de las dos
piedras sigue siendo muy pequeina. Es decir, en este caso, las trayectorias

gue siguen son muy cercanas.
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Figura 14. Cuando dos cuerpos caen a partir del reposo y desde posiciones

muy cercanas, no se separan mucho en sus trayectorias.

Veamos ahora otra situacidon. Supongamos que soltamos las dos piedras
iguales desde puntos cercanos a la cima de una montaia (figura 15). La
primera en la cima C, y la otra desde el punto A de la figura, es decir, un
lugar que no es ya la cima, pero muy cercano a ella. (Qué ocurre ahora con
las trayectorias de las piedras? Pues la primera se quedara en la cima
mientras que la segunda rodara por la ladera de la montafa. En
consecuencia, después de cierto intervalo, digamos 3 segundos, la
separacion entre las posiciones de ambas piedras sera muy grande: una en
la cima y la otra abajo. En este caso, nuevamente las condiciones iniciales de
las dos piedras son muy parecidas pero ahora sus posiciones, al transcurrir el
tiempo, difieren marcadamente. Es decir, con el paso temporal en este caso

Nno se conservan las posiciones muy cercanas unas de otras.
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Montana
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Figura 15. Dos piedras que caen desde puntos distintos de una montafa y a

partir de posiciones muy cercanas, se separan mucho a lo largo de sus

trayectorias.

Otro ejemplo se ilustra en la figura 16, en que se observa dos bolas de billar

que inciden sobre una mesa que tiene varios botadores fijos.

Figura 16. llustracion de que variaciones pequefias en las posiciones iniciales

producen trayectorias muy separadas.
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Las posiciones iniciales de las bolas son ligeramente distintas. Vemos que
aun cuando las velocidades iniciales de las bolas sean las mismas, las
trayectorias que siguen son completamente diferentes.
De los casos que hemos considerado podemos afirmar que hay dos tipos de
situaciones:

1. Condiciones iniciales muy parecidas producen condiciones finales

también muy parecidas, y
2. condiciones iniciales muy parecidas producen condiciones finales

completamente diferentes.

Ahora bien, para determinar la evoluciéon de un sistema cuando el tiempo
transcurre debemos conocer las leyes que lo rigen, asi como sus condiciones
iniciales. Si fuera posible determinar con TODA precision estas condiciones
iniciales entonces podriamos saber en cualquier instante las caracteristicas
que tiene el sistema. A esto se referia Laplace (véase capitulo 4) cuando
decia que si se le daban las condiciones iniciales del Universo podria
determinar el futuro.

Sin embargo, en una situacién real no podemos afirmar que se puedan
determinar con TODA precision las condiciones iniciales. Al medir estas
cantidades siempre se cometeran errores, que son inevitables. Por lo tanto,
lo mas que se puede hacer es dar las condiciones iniciales en forma
aproximada. Estas condiciones iniciales diferirAdn de las verdaderas
condiciones iniciales del sistema en muy poco si los errores cometidos son
pequefios. (Qué podemos decir acerca de la trayectoria que seguira el
sistema?, ¢podemos predecirla?

De lo que se ha visto puede ocurrir una de dos posibilidades: 1) Si estamos
en un caso en que diferencias de condiciones iniciales producen condiciones
finales muy parecidas, entonces podremos predecir qué ocurre con el
sistema, con el transcurso del tiempo, también con un error pequefio. En

este caso la separaciéon entre las trayectorias es muy pequefia y la prediccion
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que se haga sera muy parecida a la trayectoria real. 2) Si se esta en el caso
en que pequefas diferencias en las condiciones iniciales producen
condiciones finales muy distintas, entonces la trayectoria real que siga el
sistema se separara muy marcadamente de la trayectoria que podamos
predecir. En este caso nuestra prediccidon estd muy lejos de la realidad, por
lo que no hay posibilidad de hacer prediccién valida alguna.

En la cita de Poincaré mencionada en el capitulo 4, este cientifico se refirid
precisamente a estas dos posibles situaciones. En el préximo capitulo se
consideraran las consecuencias de estas posibilidades.

Los casos de las figuras 15 y 16 son ejemplos fisicos de dependencia muy

sensible de las condiciones iniciales.
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88. Caos. Fendmenos no lineales

A lo largo de muchos afnos, en el estudio que varias ciencias han hecho de
diferentes fendmenos se han encontrado situaciones que no ha sido posible
describir de manera satisfactoria. Por ejemplo, en el caso de la meteorologia
un problema muy importante es poder predecir el clima que prevalecera no
sOlo al dia siguiente, sino una semana, un mes, un afo después. Sin
embargo, a pesar de que esta ciencia se ha desarrollado bastante y mucha
gente ha trabajado en ella durante méas de un siglo, este tipo de predicciones
no ha podido llevarse a cabo de manera efectiva.

En la fisica podemos mencionar el fendmeno de la turbulencia. Cuando un
fluido se mueve a lo largo de un tubo, en ciertas condiciones el fluido lo hace
de manera muy tranquila y regular; se dice que el flujo es laminar y sus
propiedades si han podido ser determinadas. Sin embargo, en otras
circunstancias, el flujo se vuelve turbulento: empiezan a aparecer primero
pequefios remolinos, después remolinos mas y mas grandes y el movimiento
del fluido se vuelve muy irregular. Se dice que el flujo ha entrado en
turbulencia. Este efecto no se habia podido entender en mas de cien afios de
estudio de la hidrodindmica.

En la economia no se han podido entender los motivos por los cuales en
cierto momento el indice de la Bolsa de Valores empieza a subir y luego
desciende. En muchas ocasiones parece ser un fenémeno del azar.

Los casos anteriores ilustran algunos de los problemas que habian quedado
sin solucién. Sin embargo, con el advenimiento de la teoria del caos se han
podido entender diferentes aspectos de estos fendmenos, antes
incomprensibles.

Una cuestion muy importante, comun a diferentes fendmenos, es la
posibilidad de que se pueda hacer predicciones. Por ejemplo, si se sabe que

hoy esta lloviendo, se quisiera predecir si llovera mafiana o si llovera pasado
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mafana. Es decir, una cuestion es la posibilidad de poder predecir lo que
ocurrirda en el futuro si sabemos en qué situacién nos encontramos ahora.

En los udltimos 20 afios se ha desarrollado una novedosa forma de abordar
este tipo de situaciones. Resulta que muchos fendmenos completamente
distintos, como la turbulencia, el clima, el indice de la bolsa, las sefales
electréonicas, ciertas reacciones quimicas Yy otras mas, tienen
comportamientos que, vistos desde perspectivas apropiadas, son muy
parecidos. Debido a este hecho, trataremos un caso muy especial para
ilustrar el fendbmeno del asi llamado caos. Consideraremos un problema
importante en la ecologia, a saber, como evoluciona en el transcurso del
tiempo una poblacion determinada, por ejemplo de los insectos. Si
conocemos el niumero de insectos este afio, nos podemos preguntar ¢cuantos
insectos habra el afio proximo, el siguiente, y asi sucesivamente?

Con el estudio que se haga se quisiera poder encontrar una regla que nos
dijera que si este afo hay, por ejemplo, en un determinado lugar 10 500
insectos, el préximo afio habrd 12 750. Si se puede descubrir esta regla,
entonces aplicAndola de afio en afio se podrd conocer la poblacion en
cualquier afo futuro. En matematicas una regla de este tipo se llama
funcion. ;De qué depende ésta? Pues deberia hacerlo de las condiciones en
que vive la poblacion. No dara lo mismo si se trata de un lugar desértico o de
una selva; si la poblacién dispone de muchos alimentos o si mas bien son
escasos. Es decir; de alguna manera en la funcidén tiene que aparecer esta
informacion. Ademas, la poblacibn que vaya a haber el afio siguiente
dependera de la poblacion que existe en este afio. Encontrar esta funciéon se
llama hacer o construir un modelo.

La funcion mas sencilla es la siguiente. Se supondra que la poblacién crecera
el afo siguiente en un porcentaje fijo de la poblacién del afio actual. Por
ejemplo, si la poblacion crece afio con afio 10%, se tiene la siguiente

situacion: supongamos que en el presente afio hay 10 000 insectos;
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entonces el afio proximo aumentard en 10% este numero, asi, habra un

aumento de:

0.1 x 10 000 = 1000,

y por tanto, el numero de insectos que habra el afio proximo sera igual al

ndamero que hay en el presente afio (10 000) més el aumento que ocurrid

(1000), o sea:
10 000 +1000=11 000 insectos.

El siguiente afio habra un aumento de 10% de 11 000, o sea aumentara en:

0.1 x 11000 = 1100,

y el nimero que habra sera:

11 000 +1100=12 100.

De esta manera se puede calcular el niumero de insectos del afio que se
quiera. Sin embargo, hacerlo a un plazo de 150 afios, por ejemplo, seria muy
engorroso. Pero puede abreviarse este procedimiento como sigue. Nos
damos cuenta de que se puede encontrar la poblacion del afio siguiente

(11000 en nuestro ejemplo) haciendo la siguiente operacion:

11000=1.1 x 10 000.

Aqui, 10 000 es la poblacion inicial. De la misma forma, la poblaciéon en el
segundo afio (12 100) se puede obtener a partir de la poblacién en el primer

afno (11 000) haciendo la siguiente multiplicacion:
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12 100 =1.1 x 11000

Vemos entonces que la poblacibn en cualquier afio se encuentra
multiplicando 1.1 por la poblacion del afio anterior. O equivalentemente, la
poblacién del afio siguiente se puede encontrar multiplicando 1.1 por la

poblacién del afio presente:

poblacién del afio proximo = 1.1 x poblaciéon del afio presente

La poblacién de un afo cualquiera se introduce como dato para encontrar la
poblacién del afio siguiente. Repitiendo o iterando esta operacion tantas
veces como se quiera, se encontrara la poblacion de cualquier afio futuro. La
operacion que acabamos de encontrar es la funcion a la que nos referimos
arriba.

De lo que acabamos de explicar nos damos cuenta de que si se conoce la
funcién y la poblacion inicial, entonces es posible determinar con precision la
poblacién en cualquier afo futuro.

Se puede abreviar el procedimiento presentado de la manera siguiente: la
letra x serd la poblacion en cierto afio y la letra y la poblacion del afio

siguiente. Entonces:

y=1.1x

Para obtener y se multiplica 1.1 por x. El 1.1 proviene del hecho que se
supuso que el crecimiento seria de 10% anual. Sin embargo, no siempre sera
asi, podra haber otras posibilidades. Si asi fuera, el 1.1 se sustituira por otro
nimero. De manera general, este otro nimero se representara con la letra

g. Asi, la funcidon se puede escribir:
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y=ax (5)

poblaciéon del afio proximo = q X poblaciéon del afio presente
El valor numérico que tenga el factor g que aparece en esta expresion
dependera de las condiciones en que ocurra el aumento de la poblaciéon. En
la forma en que se establece el modelo considerado, el valor de g varia de O
adq.
Se puede representar la informacién contenida en esta expresion de manera
grafica. En una grafica, en el eje horizontal (figura 17) se miden los valores
de x y en el eje vertical los valores de y. La expresion (5) queda
representada por una linea recta. Mientras mayor sea el valor de g, mayor
sera la inclinacién de la recta. Debido a que la grafica de la ecuaciéon (5) es
una recta se dice que la expresion (5) es lineal.
Una consecuencia de la aplicacion de esta funcién es que, al transcurrir el
tiempo, la poblacién crecerd de manera indefinida; llegara un momento en
que sera tan grande que el numero de individuos de la especie no cabria en
el planeta. Es claro que un modelo como el que acabamos de presentar no
puede describir de manera correcta las variaciones reales de una poblacion.
Si ésta crece mucho, llegara un momento en que los alimentos no alcancen
para todos y, por tanto, la poblacion empezara a descender. Este efecto debe
considerarse, por lo que la funcibn dada por la expresiéon (5) se debera
modificar para que tome en cuenta que una poblacién puede crecer, pero
hasta cierto punto; mas alla debera reducirse. Por otro lado, si la poblacion
es pequefia, entonces tendra mucho alimento disponible y crecera.
Lo anterior significa que la grafica de la figura 17 deberd ser reemplazada
por otra en la que para valores pequefios de X, o sea de la poblacion, la
curva suba, mientras que para valores muy grandes de x la curva disminuya.
Esta grafica se debera ver como se muestra en la figura 18. Para que la
curva disminuya, necesariamente tendra un maximo; es decir, la curva

debera tener la forma de una campana invertida. El lector se dara cuenta de
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que esta curva ya no es una linea recta. Por tanto, a esta situacion se le

llama no lineal.

4\"!

>

Figura 17. Gréfica del modelo que muestra la poblaciéon de insectos del afio
préoximo (y) determinada por la poblacién del afio presente (x). En este

momento la poblacién crece sin cesar.

Una forma matematica de representar la curva de la figura es la siguiente:

y =ax(1-x)  (6)
y = poblacion del afio proximo
X = poblacion del afio presente
Esta expresion implica que, dado el valor de la poblacion en el presente afio
(valor representado por x), se obtendra el valor y de la poblacion del afo
siguiente. Por conveniencia se han tomado x y y como la fraccion entre los
valores cero y uno, por tanto O£ g £ y. El valor cero representa la extincion
de la poblacion y el valor uno el maximo valor posible de la poblacion.
Lo que nos estéa diciendo la ecuacion (6) es que si se da x, para obtener el
valor de y las operaciones que hay que hacer son:

1. De 1 le restamos x: [(1 -xX)],
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2. el resultado lo multiplicamos por x: [x (1 -x)]

3. este ultimo resultado lo multiplicamos por q: [gx (1 - X)].

Asi se obtiene el valor de y
Por ejemplo, si q = 2.5 y el valor de x es 0.7, obtenemos sucesivamente

gue:

N

Figura 18. Modificacion del modelo de la figura 17 para tomar en cuenta el
hecho de que llega un momento en que la poblaciéon no puede crecer

indefinidamente.

1. x=1-0.7=0.3
2. x(1-x) =0.7x0.3=0.21
3. gx(1-x)=2.5x0.21 =0.525

El valor de la poblacion y al afio siguiente es 0.525.

Si ahora se usa como valor inicial de la poblacion el valor que acabamos de
encontrar, o sea 0.525, siguiendo el procedimiento se obtiene que la
poblacién al tercer afio sera 0.6234. Siguiendo esta iteracidon se encuentran
sucesivamente los siguientes valores de la poblacién en afios sucesivos (se

deja al lector verificar que estos valores efectivamente se obtienen):
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0.5869, 0.6061, 0.5968, 0.6016, 0.5992, 0.6004, 0.5998, 0.6001, 0.6000,
0.6000, 0.6000, 0.6000, 0.6000, 0.6000, ...

Estos resultados nos indican que a partir de cierto momento la poblacién
llega a un valor que ya no cambia con el tiempo. En nuestro caso, la
poblacién llega al valor 0.6000. En el caso que acabamos de tratar, se
empezo con la poblacion inicial de x = 0.7 y se termind con la de 0.6000. Si
en lugar de haber empezado con 0.7 se hubiera empezado con el valor inicial
de x = 0.25 (para el mismo valor de q de 2.5), siguiendo el mismo

procedimiento iterativo se obtendrian los siguientes valores:

0.4688, 0.6226, 0.5874, 0.6059, 0.5970, 0.6015, 0.5992, 0.6004, 0.5998,
0.6001, 0.6000, 0.6000, 0.6000, 0.6000, ...

iSe llega al mismo valor final de 0.6000! O sea, si se empieza con otra
condicién inicial se llega al mismo valor final. Asi se comience con el valor
que sea, para este caso de q = 2.5, siempre se llegara al mismo valor final
de 0.6.
Este resultado nos indica varias cosas acerca de la ecuacion (6). En primer
lugar, la poblacion no crece indefinidamente por mas iteraciones que se
hagan. En segundo lugar, después de algunos afios se alcanza un valor que
NO depende de cual haya sido el valor de la poblaciéon inicial. Es decir, el
valor 0.6 no depende de la condicion inicial. Se logra asi una poblacion
estacionaria: la misma afio con afo.
Si se vuelve a repetir este procedimiento pero para otro valor de q en la
ecuacion (6) se obtendra otro valor final. Por ejemplo, si se usa para q el
valor de 2.7, el valor final que se obtiene es 0.6296. Notese que:

e para g 2.5 se obtiene como valor final 0.6

e para g 2.7 se obtiene como valor final 0.6296.

54 Preparado por Patricio Barros



Caos, Fractales y cosas raras www.librosmaravillosos.com Eliezer Braun

A medida que g aumenta de valor, el valor final también aumenta su valor.
Vayamos ahora al otro extremo, el de un valor de q pequefo, por ejemplo
0.4. Si se empieza con una poblaciéon de 0.3, entonces los valores de la

poblacién que se van obteniendo son los siguientes:

0.0840, 0.0308, 0.0119, 0.0047, 0.0019, 0.0007, 0.0003, 0.0001, 0.000,
0.000,...

El valor final al que se llega es cero. jLa poblacion se extingue! De hecho,
para los valores de g menores o iguales que 1, la poblacién se extingue con
el tiempo, sin importar cual sea su valor inicial.
Ahora nos vamos al extremo de valores grandes de q. Por ejemplo, usemos
para g el valor de 3.3 y el inicial de la poblacion de 0.6. Asi se van
obteniendo los siguientes valores:

0.7920,

0.5436,

0.8187,

0.4898,

0.8247,

0.4772,

0.8233,

0.4801,

0.8237,

0.4779,

0.8236,

0.4795,

0.8236,

0.4794

0.8236,

0.4794
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0.8236,
0.4794,

Ahora no se obtiene un solo valor final que se vaya repitiendo afo con afo,
sino que se va pasando del valor 0.8236 al de 0.4794 sucesivamente. Es
decir, ahora la poblacién en un afio tendra el valor de 0.4794 y al afo
siguiente el de 0.8236; el afo siguiente se repetira el valor de 0.4794 y
luego, nuevamente el de 0.8236, y asi sucesivamente. Esto significa que
ahora se tienen dos valores finales posibles y que el valor de 0.4794 se
alcanza no cada afio sino cada dos afnos. Lo mismo ocurre con el otro valor
de 0.8236. Es decir, el ciclo ahora doblé su valor de un afio a dos; es decir,
aparece ahora una periodicidad de 2 afios. Notese que los valores 0.8236 y
0.4794 no dependen del valor inicial que se escogid. Si en lugar de 0.6 se
hubiera tomado otro valor, llegariamos a los mismos valores finales (0.8236
y 0.4794); esto siempre y cuando se mantenga el mismo valor de g o sea,
3.3. Se dice que estamos en condiciones de periodo dos.

Para el valor de g = 3.5, con la condicion inicial de 0.6, se obtienen, después
de varias iteraciones, no dos valores finales sino cuatro, que son 0.3028,
0.8260, 0.5001 y 0.8750.

Estos cuatro valores se van repitiendo, en el orden dado. Ahora esto
corresponde al periodo 4.

Si se sigue aumentando el valor de q, se obtienen ocho valores finales. Para

q =3.55 por ejemplo, éstos son:

0.3548, 0.8127, 0.5405, 0.8817 0.3703, 0.8278, 0.5060, y 0.8874

Esta situacion corresponde al periodo 8.
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Para q =3.651, ahora los valores finales seran 16, que ya no escribiremos. Al
seguir aumentando g se obtienen, sucesivamente, 32, 64, 128,... valores
finales.

Si ahora se escoge para q el valor de 3.6, resulta que por mas iteraciones
que se hagan no se llega a un valor final, en el sentido de que este valor (o
valores) se repita como en los casos mencionados arriba. Ahora se encuentra
una sucesidon de numeros que no se repiten y que tienen toda la apariencia
de una sucesion escogida al azar. Si se cambia la condicion inicial, pero se
mantiene el valor de q 3.6, se obtiene otra sucesion con numeros distintos
de los anteriores y que tampoco adquiere valores finales que se repiten

constantemente.
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Figura 19. Grafica de los valores finales que se obtienen con referencia a la
poblacién como funcién del parametro q y que muestra dos tipos de

regimenes: el periddico (estable) y el cadtico.
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Estos resultados pueden observarse haciendo la siguiente gréafica (figura 19)
En el eje horizontal mediremos los valores de q; en el eje vertical se
medira(n) el(los) valor(es) final(es) que se obtenga(n)para el
correspondiente valor de q. Asi,

e para g = 2.5, cuyo valor final = 0.6000 le corresponde el punto A;

e para g = 2.7, cuyo valor final = 0.6296 le corresponde el punto B;

e para g =0.4, cuyo valor final = O le corresponde el punto C;

e para q = 3.3, cuyos valores finales = 0.8236 y 0.4794 le corresponden

los puntos D y E;
e para g = 3.5, cuyos va